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Predgovor

Pocetkom dvadesetog veka veliki matematicar Dejvid
Hilbert primetio je da je odreden broj vaznih matema-
tickih argumenata slican po svojoj strukturi. U stvari,
shvatio je da se na odgovaraju¢em nivou opstosti svi
mogu posmatrati kao da su isti. To zapazanje, kao i
druga poput njega iznedrila su novu granu matemati-
ke, a jedan od njenih glavnih koncepata nazvan je po
Hilbertu. Pojam Hilbertov prostor razjasnjava $tosta
u modernoj matematici, od teorije brojeva do kvantne
mehanike, pa se ne mozete smatrati dobro obrazova-
nim matematicarem ako ne poznajete bar najosnovnije
elemente teorije Hibertovog prostora.

Dakle, sta je Hilbertov prostor? Na tipi¢cnom univer-
zitetskom kursu matematike definise se kao kompletan
prostor snabdeven skalarnim proizvodom. Od stude-
nata koji pohadaju takav kurs ocekuje se da poznaju,
na osnovu kurseva koje su ve¢ pohadali, da je prostor
sa skalarnim proizvodom vektorski prostor snabdeven
skalarnim proizvodom (pred-Hilbertov prostor), te
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da je prostor kompletan ako svaki Kosijev niz u nje-
mu konvergira. Naravno, da bi ove definicije imale
smisla, studenti takode moraju da poznaju definicije
vektorskog prostora, skalarnog proizvoda, Kosijevog
niza i konvergencije. Da¢emo samo jednu definiciju
(ne i najduzu): Kosijev niz je niz x,, x, x, ... takav da
za svaki pozitivan broj € postoji ceo broj N takav da
je za bilo koja dva cela broja p i g ve¢a od N rastojanje
od x, do x, najvise €.

Ukratko, da bi bilo ikakve nade da cete razume-
ti Sta je Hilbertov prostor, prvo morate da naucite i
savladate ¢itavu hijerarhiju pojmova na nizem nivou.
To iziskuje, $to nimalo ne iznenaduje, vreme i trud.
Posto isto vazi za vecinu najvaznijih matematickih
ideja, postoji ozbiljno ogranic¢enje u vezi s onim $to
se moze postici bilo kojom knjigom koja nastoji da
ponudi dostupan uvod u matematiku, narocito onom
knjigom koja treba da bude sazeta.

Nisam pokus$ao da pronadem pametan nacin zao-
bilazenja ove teskoce, ve¢ sam se usredsredio na dru-
gaciju prepreku prenosenju matematickog znanja.
Ta prepreka, vise filozofske nego tehnicke prirode,
razdvaja one kojima pojmovi kao $§to su beskonac-
nost, kvadratni koren iz minus jedan, dvadeset i Sesta
dimenzija i zakrivljen prostor ne izazivaju nelagodu od
onih koji ih smatraju uznemiravajuce paradoksalnim.
Moguce je resiti se nelagode u vezi s ovim idejama bez
uranjanja u tehnicke pojedinosti, a ja ¢u pokusati da
pokazem kako.
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Predgovor

Ukoliko se za ovu knjigu moze rec¢i da ima poru-
ku, ta poruka je da osoba treba da nauci da razmislja
apstraktno, jer kada to ucini, zaista mnogi filozofski
problemi naprosto i$¢eznu. U drugom poglavlju potan-
ko ¢u objasniti $ta podrazumevam pod apstraktnim
metodom. U prvom poglavlju razmatra se poznatija i
srodna vrsta apstrahovanja: proces izdvajanja sustin-
skih osobina iz problema u stvarnom svetu, ¢ime se
on pretvara u matematicki problem. Ta dva poglavlja,
uz trece, u kom pretresam §ta se podrazumeva pod
strogim dokazom, odnose se na matematiku u nacelu.

Posle toga prelazim na konkretnije teme. U posled-
njem poglavlju vi$e se bavim matemati¢arima nego
matematikom, te se ono po tome donekle razlikuje od
ostalih. Preporucujem da se prvo procita drugo pogla-
vlje, pa onda ostala. No, nezavisno od toga, knjiga je
uredena $to je moguce manje hijerarhijski: sve do kraja
knjige necu pretpostaviti da je ¢italac razumeo i zapam-
tio sve $to je bilo izloZzeno u prethodnim poglavljima.

Za (Citanje ove knjige potrebno je vrlo malo pret-
hodnog znanja - matematika iz srednje $kole u Velikoj
Britaniji ili njen ekvivalent trebalo bi da budu dovoljni.
Ipak, od ¢itaoca ocekujem bar neku zainteresovanost
za ovu temu, umesto da se sam trudim da je pobudim.

Upravo zato sam izbegao anegdote, karikature,
uzvi¢nike, $aljive nazive poglavlja ili slike Mandel-
brotovog skupa. Takode sam zaobi$ao teme poput
teorije haosa ili Gedelove teoreme, koje prekomerno
zaokupljaju paznju javnosti u poredenju s njihovim
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znacajem u aktuelnom matematickom istrazivanju,
a koje su ionako dobro obradene u mnogim drugim
knjigama. Umesto toga opredelio sam se za prizemnije
teme i detaljno ih razmotrio da bih pokazao kako se
mogu razumeti na sofisticiraniji na¢in. Drugim rec¢ima,
moj cilj je bio da idem u dubinu pre nego u Sirinu, te
sam pokusao da prenesem privlacnost poznate i potvr-
dene matematike pustajuci je da govori sama za sebe.

Zelim da zahvalim Matematickom institutu Klej
(Clay Mathematics Institute) i Univerzitetu Prinston
(Princeton University) za podrsku i gostoljubivost koje
su mi pruzili tokom pisanja jednog dela knjige. Veoma
sam zahvalan Gilbertu Aderu, Rebeki Gauers, Emili
Gauers, DZosui Kacu i Edmundu Tomasu $to su citali
prethodne verzije. Mada su oni previse inteligentni
i predobro upuceni da bi se svrstali u $iru citalacku
publiku ovakve knjige, olaksanje je znati da ono $to
sam napisao jeste razumljivo bar nekima koji nisu
matematicari. Zahvaljujuéi njihovim komentarima
mnogo $ta je pobolj$ano. Knjigu posve¢ujem Emili u
nadi da ¢e joj dati malu predstavu o tome $ta radim
po ceo dan.
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Prvo poglavlje
Modeli

Kako baciti kamen

Pretpostavite da stojite na ravnom tlu po mirnom danu
i da u ruci drzite kamen koji zelite da bacite $to je
moguce dalje. S obzirom na to koliko snazno mozete
da ga hitnete, najvaznija odluka koju morate da done-
sete odnosice se na ugao pod kojim kamen odlazi iz
vase ruke. Ako je ugao previse tup, kamen, mada ce
imati veliku horizontalnu brzinu, vrlo brzo e pasti na
tlo i stoga nece imati moguc¢nost da bas daleko odma-
kne. Ako kamen bacite previsoko, dugo ¢e se zadrzati u
vazduhu, ali tokom toga nece preci bas veliki deo puta.
Ocigledno je potreban nekakav kompromis.
Pokazuje se da je najbolji kompromis, do kojeg se
dolazi kombinovanjem njutnovske fizike i odredenog
elementarnog rac¢una, onoliko precizan koliko bismo
mogli ocekivati s obzirom na okolnosti: pravac kreta-
nja kamena dok odlazi iz vase $ake treba da bude nago-
re pod uglom od 45 stepeni u odnosu na horizontalnu
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osnovu. Isti proracuni pokazuju da ¢e kamen ocrtati
parabolu dok leti kroz vazduh, a govore vam i kojom
brzinom ¢e putovati u bilo kom datom trenutku posto
ga hitnete.

Dakle, izgleda da nam spoj nauke i matematike
omogucava da predvidimo celokupno ponasanje
kamena od trenutka bacanja do trenutka njegovog
pada na zemlju. Medutim, to jeste tako samo ako smo
spremni da formiramo nekoliko pojednostavljuju¢ih
pretpostavki, od kojih je najvaznija ta da jedina sila
koja deluje na kamen jeste sila gravitacije i da ona
svugde ima istu jacinu i pravac. Ali to nije istina, jer
tako nismo uzeli u obzir otpor vazduha, Zemljinu
rotaciju, mali uticaj gravitacione sile Meseca, ¢inje-
nicu da je gravitaciono polje Zemlje slabije §to ste na
vecoj visini i postepeno menjanje ,,vertikalno nado-
le“ pravca dok se krecemo od jednog dela Zemljine
povrsine ka drugom. Cak i ako prihvatimo proracune,
preporuka od 45 stepeni zasnovana je na drugoj pre-
¢utnoj pretpostavci — da brzina kamena dok odlazi iz
vas$e ruke ne zavisi od njegovog pravca. I opet, to nije
istina: kamen moze da se baci jace kada je ugao pod
kojim se baca manji.

S obzirom na ove primedbe, od kojih su neke ocito
ozbiljnije od drugih, kakav stav treba zauzeti prema
prora¢unima i predvidanjima koja slede iz njih? Jedan
pristup bio bi uzimanje u obzir $to je moguce vise
ovih primedaba. Medutim, mnogo razumniji pristup
sasvim je suprotan: odluciti koji stepen ta¢nosti vam
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je potreban, a onda pokusati da ga postignete na $to
jednostavniji mogu¢i nacin. Ako iz iskustva znate da ce
pojednostavljujuca pretpostavka imati samo mali uti-
caj na rezultat, treba da oformite takvu pretpostavku.

Na primer, uticaj otpora vazduha na kamen bice
prilicno mali zato §to je kamen mali, ¢vrst i dosta kom-
paktan. Nema mnogo smisla komplikovati proracune
uzimanjem u obzir otpora vazduha kada ¢e ionako
najverovatnije biti znatne greske u uglu pod kojim ¢e
kamen naposletku biti ba¢en. Ako Zelite da ga uzmete
u obzir, u svakom pogledu je sledece prakti¢no pravilo
dovoljno dobro: to je veci otpor vazduha, ugao pod
kojim bacate kamen treba da bude $to manji da biste
kompenzovali otpor vazduha.

Sta je matematicki model?

Kada se ispituje resenje nekog fizickog problema,
obi¢no je moguce jasno razgraniciti doprinose nauke
od doprinosa matematike. Nau¢nici smisljaju teoriju,
delom zasnovanu na rezultatima opazanja i eksperime-
nata, a delom na uopstenijim razmatranjima koja se
odnose na jednostavnost teorije i njenu eksplanator-
nu mo¢. Zatim matematicari, ili nau¢nici koji koriste
matematiku, ispituju iskljucivo logicke posledice date
teorije. Ponekad su one rezultati rutinskih proracu-
na koji ta¢no previdaju vrste pojava koje osmisljena
teorija treba da objasni, ali nekad predvidanja teorije
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mogu da budu prili¢no neocekivana. Ako kasnije budu
eksperimentalno potvrdena, tada posedujemo impre-
sivan dokaz u prilog datoj teoriji.

Medutim, pojam potvrdivanja nau¢ne teorije done-
kle je problemati¢an zbog potrebe za pojednostavljiva-
njima o kojima sam govorio. Naves¢emo drugi primer.
Naime, Njutnovi zakoni kretanja i zakon gravitacije
impliciraju da ¢e dva predmeta, ako ih bacite s iste
visine, pasti na tlo (ako je ravno) u isto vreme. Ova
pojava, na koju je prvi ukazao Galilej, ponesto je kon-
traintuitivna. U stvari, nije samo kontraintuitivna ve¢
gore od toga: ako sami probate to da izvedete, recimo
lopticom za golf i lopticom za stoni tenis, otkric¢ete da
loptica za golf prva pada na tlo. Dakle, u kom smislu
je Galilej bio u pravu?

Re¢ je, naravno, o otporu vazduha, ali zbog njega
necemo ovaj mali eksperiment smatrati pobijanjem
Galileja: iskustvo pokazuje da teorija dobro funkcioni-
$e kada je otpor vazduha mali. Ako mislite da je previse
zgodno da otpor vazduha priskoc¢i u pomo¢ svaki put
kada su predvidanja njutnovske mehanike pogresna,
svoju veru u nauku i divljenje prema Galileju povrati-
¢ete ako vam se ukaze prilika da posmatrate pero kako
pada u vakuumu - ono stvarno pada isto onako kao
$to bi padao kamen.

Ipak, posto nau¢ne opservacije nikada nisu potpuno
direktne i konkluzivne, potreban nam je bolji nac¢in da
opiSemo odnos izmedu nauke i matematike. Matema-
ticari ne primenjuju naucne teorije direktno na svet,
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vec¢ na modele. O modelu u ovom smislu moze se raz-
misljati kao o zamisljenoj pojednostavljenoj verziji dela
sveta koji se proucava, verziji u kojoj su ta¢ni proracuni
moguci. U slu¢aju kamena, odnos izmedu sveta i mode-
la otprilike je nalik odnosu izmedu slike 1 i slike 2.

1. Lopta uletu

Gravitaciono *
ubrzanje ;

p \ Pocetniugao ,

2. Loptauletull
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Postoji mnogo nacina formiranja modela date fizic¢-
ke situacije, a mi moramo da koristimo spoj iskustva i
daljeg teorijskog razmatranja da bismo odlucili cemu
¢e nas doti¢ni model najverovatnije nauciti o samom
svetu. Kada biramo model, jedan prioritet jeste da nje-
govo ponasanje uc¢inimo takvim da $to vise odgova-
ra aktuelnom, opazenom ponasanju stvarnog sveta.
Medutim, drugi ¢inioci, kao $to su jednostavnost i
matematicka elegantnost, cesto mogu da budu vazni-
ji. I zaista, postoje veoma korisni modeli koji gotovo
uopste nemaju sli¢nosti sa stvarnim svetom, kao $to ¢e
pokazati neki primeri koje navodim.

Bacanje para kockica

Ako bacim par kockica i zelim da znam kako ¢e se
ponasati, iskustvo mi govori da postoje odredena pita-
nja na koja je nerealno ocekivati da se dobije odgovor.
Na primer, ni od koga se ne moze oc¢ekivati da mi una-
pred kaze ishod datog bacanja, ¢ak i ako oni od kojih
se to trazi raspolazu skupom tehnologijom a kockice ¢e
bacati masina. Nasuprot tome, na pitanja koja se ticu
verovatnoce, kao $to je pitanje ,,Koja je verovatnoca
da ¢e zbir brojeva na kockicama biti sedam?, obi¢no
se moZe odgovoriti, a odgovori mogu da budu korisni
ako, na primer, igram bekgemon za novac. Za ovu
drugu vrstu pitanja situacija se vrlo jednostavno moze
predstaviti modelom bacanja kockica kao nasumi¢nog
izbora jednog od sledec¢ih 36 parova brojeva.
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(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) 4,2) (4,3) (4.4) 4,5 (4,06)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Prvi broj u svakom paru predstavlja broj koji se
pojavljuje na prvoj kockici, a drugi broj je onaj s druge
kockice. Posto se tacno $est od ovih parova sastoji od
dva broja ¢iji je zbir sedam, $anse da se prilikom bacanja
dobije sedam jesu Sest u trideset i Sest, ili jedna u Sest.

Ovom modelu moglo bi se prigovoriti na osnovu
toga $to se kockice, kada su bacene, pokoravaju Njut-
novim zakonima, bar u veoma visokom stepenu pre-
ciznosti, pa je tako nacin na koji padaju sve sem nasu-
mican: uistinu, on se u principu moze proracunati.
No, izraz ,,u principu“ ovde nema pravi smisao posto
bi proracuni bili izuzetno komplikovani i morali bi da
se zasnivaju na preciznijim podacima o obliku, sasta-
vu, pocetnim brzinama i rotacijama kockica nego $to
bi oni ikada mogli da budu dobijeni u praksi. Upravo
zbog toga nema nikakve prednosti u korid¢enju nekog
sloZenijeg deterministickog modela.

Predvidanje porasta stanovnistva

»Mekse“ nauke, kao $to su biologija i ekonomija,
prepune su matemati¢kih modela koji su mnogo
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